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ABSTRACT

Research outcomes of the recent two decades have focused the attention on
the Hungary-based concept historical backgrounds of Imre Lakatos’s
mathematical and science philosophy. In addition to Gyorgy Pélya’s heuristics
and the empirical approaches of Sandor Kardcsony’s circle in Debrecen,
Laszl6 Kalmar’s anti-formalist mathematical ideas exercised also a
considerable impact on Lakatos, moreover, in more phases and in more
aspects. Kalmar’s conference lecture in London in 1965 contributed
significantly to the elaboration of the quasi-empirical mathematics concept,
but the works of the mathematician from Szeged was reflected by Lakatos not
only in this discourse but in other topics as well, e.g. he also referred in
several places to Kalmar’s articles on the Church’s Thesis. Kalmar’s
functionalist-operationalist position taken by him with regard to the wider
problem circle of decision-making theory had direct impact on the
development of Lakatos’s proof concept. In line with Kalmar’s axioma
concept, Lakatos described proof not as a tool of coming to a deducted
undeniable truth, but as a process of making something evident which can be
characterised as a disassembly of suppositions into additional suppositions
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and lemmas. This antiformalist proof idea was reflected also in Lakatos

science philosophy, e.g. in the momentum of testing theorie.

Ajanlas

A kétezres évek elejéen a Miiegyetem Fehér Marta altal vezetett doktori
iskolajanak kiilonbozo kurzusain gyakorta meriilt fel a tudomanyfejlodes-
elméletek reprezentansainak neve. A kutatasi iranyzat akkori népszeriiséget
tekintve ebben nem is lett volna semmi meglepo, a miiegyetemi filozofia
tanszéknek egyébkent is kulcsszerepe volt a tudomanyfilozofia uj eredményeinek
hazai recepciojaban, a meglepo s a jo ertelemben megszokhatatlan ezeknek a
szeminariumoknak a metodusa volt. A hdarom doktori program hallgatoi
péntekenkeént az orak zomét parhuzamosan, s ebbdl adodoan csupan néhany fos
csoportokban latogattik. Ugy adddott — s ez a helyzet bizonydra tobbénk
szamomra adodott igy az évek soran —, hogy Fehér Marta csoportjaba egyetlen
hallgatokent keriiltem. Szamomra mindmdig a kutatoi és oktatoi elhivatottsag, s
ezzel egyiitt a doktori képzés etalonja az a sokszorosan megismétlodott szituacio,
hogy a Tanarno a tanszéki iroddjaban, a zéld tabla elott allva hétrdl hétre
ugyanolyan nagyivii eléadasokat tartott egyetlen doktorandusznak is, mint

amilyeneket az eloadotermekben vagy a konferenciakon hallhattunk tole.

Bevezetés

Lakatos Imre magyarorszagi palyaszakaszanak interpretacioi az 1990-es évek
végétdl kezdddden egyre erbteljesebben vetetették fel annak igényét, hogy
feltarjdk az  ¢életmli  kontinuitaselemeit, illetve a matematika- és

tudomanyfilozofiai periodus legkorabbi elézményeit.! Ez a szempont

' Az életrajzok és a pszicholdgiai szemponti irasok (Bandy 2000; Long 2002; Ravetz 2004)
mellett a kétezres évek elejétél megjelentek a magyarorszagi palyaszakasz feltarasat célzo
interpretaciok is (Ropolyi 2002; Kutrovatz 2002; Maté 2006; Gurka 2006; Kutrovatz 2008; Szabo
Maté 2013, Dusek 2015; Szabo Maté 2018), mig az utobbi két évtizedben napvilagot latott
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altalanossagban mar a hetvenes évek végén megjelent — lan Hacking példaul
egyfajta ,,magyaros gondolkodasi stilust” tulajdonitott a tudoményfilozéfusnak
(Hacking 1979: 383) —, a késdbbiekben pedig szdmos kisérlet tortént arra, hogy
Lakatos egyes fogalmainak konkrét elézményeit identifikaljak. Pallo Gabor a
progresszivitdas (Pallo 1996), Ropolyi Laszl6 a kemény mag fogalmanak
magyarorszagi elézményeit (Ropolyr 2002), Kiss Olga Poélya Gyorgy
heurisztikdjanak Lakatos szemléletére gyakorolt hatdsat (Kiss 2002) vizsgalta,
sajat cikkeimben pedig azt mutattam be, hogy miként jarult hozz4 a debreceni
Karacsony-korrel, illetve Kalméar Laszloval valo egylittmiikodés a
kvaziempirikus matematikafelfogas kialakulasahoz (Gurka 2002, 2004, 2006).
Lakatos ¢és Kalmar tudoményos egyiittmiikodése leglatvanyosabb és
leghatékonyabb formajaban az 1965-0s londoni konferencian realizalodott, a
matematika megalapozasaval kapcsolatos problémafelvetéseik kozos elemei
azonban nagyrészt korabbi, magyarorszagi elézményekre vezethetdk vissza.
Mindkettéjiik szemléletére jelentds hatast gyakorolt debreceni professzoruk,
Karacsony Séandor, illetve a Kardcsony-kor matematikus tagjainak 1941 és 1943
kozott miikodé szeminariuma (Gurka 2006: 264-266). Lakatos és Kalmar tobb
alkalommal is megtjulé szakmai kapcsolata,” illetve az 1960-as évek masodik
felében egyre intenzivebbé valo levelezésiik felveti azt a kérdést, hogy a
kvéziempirikus szemlélet kialakulasahoz valé kozvetlen hozzajarulason tal volt-e
Kalmar matematikai munkéassdganak mas olyan hataseleme is, amely Lakatos

érvelésében ismétlodo argumentacids elemként identifikéalhato.

tanulmanyok harmadik témacsoportjat a matematika- és tudomanyfilozo6fiai hatasokat vizsgalo
elemzések (Koetsier 1991; Glas 2001a, 2001b; Golden 2008) alkotjak. A matematika- és
tudomanyfilozofiai periddusok koherencidjat Forrai Géabor cikke tematizalta (Forrai 1993),
Lakatos magyarorszagi palyaszakaszanak fontosabb dokumentumai pedig Kutrovatz Gébor
forditasaban jelentek meg (Kutrovatz 2002, 353-374).

? Lakatos Kalmar Laszloval 1954 és 1956 kozott is kapcsolatban allt, amikor is részt vett a

szeminariumain (Long 2002: 289)



A tovéabbiakban (1) eldszor azt mutatom be, hogy Kalmar munkéssagaban
milyen szerepet toltott be az eldontésprobléma, illetve a Church-tézis, (2) majd
amellett érvelek, hogy Lakatos a kvaziempirikus felfogast Kalmar
munkdassaganak inspiracidja nyoman dsszekapcsolta az eldontésprobléma tagabb
kérdéskorével, (3) végiil pedig a bizonyitds Lakatos-féle matematikafilozofiai
értelmezésének Kalmarhoz kothetdé elézményeit, illetve ezeknek a lakatosi

tudomanyfilozéfiara gyakorolt hatasat rekonstrualom.

1. Az eldontésprobléma és a Church-tézis szerepe Kalmar Laszlé
munkassagaban

Kalméar munkassagaban a megoldhatatlan matematikai problémakat taglald
tanulmanyok sorozata — a téma altalanosabb felvetésétol, a Hilbert-féle
programtél a Godel-problémaval ¢és Church-tézissel foglalkozo cikkekig

bezarolag — jol elkiilonitheté vonulatot képez.® Ezekben az irasokban a konkrét

? A szdban forgd tematikus sor az alabbi hét tanulméanybol all:

- 1950. Another proof of the Godel-Rosser incompletability theorem. Acta Scientiarum
Mathematicarum 12: 38-43.

- 1952. Az eldontésprobléma visszavezetése logikai formulak véges halmazan valo
kielégithetség kérdésére. Az I. Magyar Matematikai Kongresszus Kozleménye 2, 164—189.

- 1952. A matematika alapjaval kapcsolatos Gjabb eredmények. Az MTA Matematikai Fizikai
Osztalyanak Kézleményei 2: 163-190.

- 1956. Ein direkter Beweis fiir die allgemein-rekursive Unlosbarkeit des Priadikatenkalkiils der
ersten Stufe mit Identiét. Zeitschrift fiir Mathematik, Logikund Grundlagen der Mathematik 2: 1-
14.

- 1956. Kdzvetlen bizonyitas az eldontésproblémak altalanos rekurziv algoritmussal valo
megoldhatatlansagara. Az MTA Matematikai Fizikai Osztalyanak Kozleményei 6: 1-25.

- 1957. Az tigynevezett megoldhatatlan matematikai problémakra vonatkoz6 kutatasok alapjaul
szolgald Church-féle hipotézisrdl. Az MTA Matematikai Fizikai Osztdlydnak Kozleményei 7: 19—
38.

- 1959. An Argument against the Plausibility of Church’s Thesis. In: Constructivity in
Mathematics. Edited by Arend Heyting. New York — Amsterdam: North-Holland.



matematikai problémak vizsgdlata a matematika megalapozasdnak tagabb
Osszefiiggésrendszerébe helyezve tortént meg.

,G0del gondolatmenete nagyon hasonlit ahhoz, amivel Cantor a
transzcendens szamok létezését megmutatta. Ez a hasonlosag arra a sejtésre vezet
benniinket, hogy az eldonthetetlen problémak nem kivételes jelenség, hanem
bizonyos értelemben ezek vannak tobbségben, — az a véletlen, ha egy probléma
megoldhatd” — szogezte le Kalmar Egyszerii példa eldonthetetlen aritmetikai
problémdra cimii korai irdsdban (Kalmar 1943: 21). Cikkének egyik
labjegyzetében a fenti gondolat eredetét Karacsony Sandor foként
matematikusokboél 4116 debreceni tanitvanyi korének® matematikai, konkrétabban

integralszdmitassal kapcsolatos disputaihoz kototte:

,E sejtés gondolatat [t.i. hogy az eldonthetetlen problémak nem kivételes
jelenségek a matematikaban] egy tilnyomorészt nem-matematikusokbol
allo, de matematika irdnt érdeklddd tarsasdg (Exodus) vetette fel 1942
nyaran matematikai  kérdésekrél (az  integralszdmitasrol)  valo

beszélgetésiink soran.” (Kalmar 1943: 21, 7. jegyzet)’

E mondatok fényében az sem lehetett véletlen, hogy Kalmar fél évtizeddel
késébb éppen az integralszamitas kapcsan tartotta fontosnak, hogy egy csaladi
ismer0siik kérdésére negyven gépelt oldalnyi maganlevélben adjon a matematika
szemléleti alapkérdéseire is kiterjedd tajékoztatast (Kalmar 1986a).

Karacsony Sandornak a konkrét és az absztrakt viszonyanak atértékelésére
alapozott pedagogiai erudicidja Kalmar késdbbi irdsain is nyomot hagyott, s az

egykori tanitvany matematikaoktatdssal kapcsolatos meglatasai éppen a jelzett

* Az 1941 és 1943 kozott miikodd szeminariumnak Kalméron és Lakatosan kiviil tagja volt Péter
Rozsa, Varga Tamas, Szele Tibor, Vekerdi Laszl6 és Fényes Imre is (Kontra 1995: 88).
> Az eldontésprobléma Péter Rozsa munkéassaganak is fontos részért képezi. Vo. Péter 1953 és

1959.



elézményekhez kapcsolodd elméleti megfontolasokbol indultak ki. Kalmar
szubjektiv hangvételli megnyilatkozasai gyakorta illették kritikdval az iskolés
precizitdsnak azt a fajta kovetelményét, amely éppen a problematizélds
lehetdségét oltotta ki azzal, hogy az idedlis kivételeket allitotta eldtérbe a
gyakorlatban felmeriilé esetekkel szemben.

Az 1947-ben keletkezett Levél az integralrol nem csupan idében volt kozel
Kalmar debreceni korszakahoz, hanem felfogésaban is. Amellett, hogy ez az iras
is tovabbvitte az 1942-ben megjelent cikkének egzaktsdgra vonatkozo
gondolatmenetét, az absztrakcid Uj szemponti kritikaja is felmeriil benne.
Kalmar a kozépiskolai matematikaoktatds példajat felhasznalva a partikularis
elemekbdl vald altalanositas problémajara fokuszalt, mivel altaldnosan jellemzd
helyzet ,,Az, hogy csak egyenldségekrdl tanitanak, egyenlétlenségekrdl nem
(holott az egyenldség megint csak rendkiviil ritka kivétel az egyenldtlenségek
kozott), meg hogy az iskolai ’pontossag’-fogalmat nem az élet, hanem a tanar
piros ceruzdja alakitja ki” (Kalmar 1986a: 213, 228).

A Karacsony-kor egykori vitai nem csupdn a Kalmar szdmara mindig is fontos
pedagogiai-oktatasmetodikai problémaékkal kapcsolatban jelentettek szemléleti
kiindulopontot. Kalmér e diskurzus idészakdban, 1942-ben jelentette meg a
Karacsony Sandor altal szerkesztett A mdsik ember felé cimii kotetben A
matematikai egzaktsag fejlodése a szemlélettol az axiomatikus modszerig cimi
2004: 270-271). Egyszerii példa eldonthetetlen aritmetikai probléemara cimi
1943-as tanulmanya viszont mar az eldontésprobléma kapcsan hivatkozott a
debreceni vitadkra, s a késdbbi irdsok perszeverald szemléleti mozzanatai mellett
ez az 1jbdl és jbol exponalt kérdéskor tgyszintén tudoményos eszmélddése
1d6szakara utal vissza.

Kalméar mar 1943 elétt is tobb cikket irt az eldéntésprobléma kérdéskorérél?

% Kalmar 1943 el6tt megjelent az eldontésprobléma témakorében:



igy az Exodus-korrel tortént egylittmiikodése valojaban nem a probléma
folvetését, hanem inkdbb annak nyomatékositasat eredményezte. Kalmar mar e
korai irdsaiban Osszekapcsolta az empirikus felfogds ¢és a megoldhatatlan
matematikai problémak kérdéskorét.

A formalis rendszerek problémaja — jollehet a Godel és Church altal exponalt
aspektusok emlitése nélkiill — mar A matematika egzaktsag fejlodése a
szemlélettol az axiomatikus modszerig cimll irdsédban is egyértelmiien megjelent:
Az axiomdk nem evidens tényeket fejeznek ki, az alapfogalmak tehat bizonyos
fokig hatdrozatlanok” (Kalmar 1986b: 45). Kalmar ugyanitt fejtette ki
axiomaértelmezését, amely a formalista gyakorlattdl eltéréen operacionalista
jellegli: ,,az axiomak nem fogalmak jellemzésére valok, hanem annak
meghatdrozasara, hogy mely tételek tartoznak rendszeriinkh6z” (Kalmar 1986b:
48). Tovabbi érdekessége a cikknek, hogy Kalmar — a matematikus
gondolkodasat a kiilsé és belsd torténet Lakatos-féle kategoriaira emlékeztetd
moddon interpretalva — a torténeti szempontl targyalast elvalasztotta attdl az uttol
»amelyet az egyes matematikus jar meg, hogy a matematikai fogalmak és tételek

egzakt rendszerét a maga szaméara kiépitse” (Kalmar 1986b: 38).

- 1932. Ein Beitrag zum Entscheidungsproblem. Acta Scientiarum Mathematicarum 5: 222-236.

- 1933. Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik. Verhandlungen des
Internationalen Mathematiker-Kongresses Ziirich. 11. Herausgegeben von Walter Saxer. Ziirich —
Leipzig: Orell Fiissli, 337-338.

- 1936. Zuriickfithrung des Entscheidungsproblems auf den Fall von Formeln mit einer einzigen
bindren Funktionsvariablen. Compositio Mathematica 4: 137-144.

- 1937. Zur Reduktion des Entscheidungsproblems. Norsk Matematisk Tidsskrift 19: 121-130.

- 1939. On the reduction of the decision problem, I: Ackermann prefix, a single binary predicate.
Journal of Symbolic Logic 4: 1-9.

" Kalmér a cikk konkluziéjaként még egyszer iitkoztette a normativ és a torténeti nézSpontot: ,,A
tudomanyos szempontnak is jobban megfelel, ha a fejlédést és nem a kész axiomatikat adjuk eld;
mert nem ez utodbbi fejezi ki a tudoméany mai allapotat, hanem az, hogy a fejlédés utja ide vezet”

(Kalmar 1986: 61).



Kalmér az eldontésproblémat és az axiomatizalas kérdését Eldadasok a
matematika filozofiai problémairol cimii 1967-es kurzusaban laikusokbol, foként
orvosokbdl allo kozonség szamara foglalta Gssze. A ,,A matematikai bizonyitas”
cimli fejezetben a Church-tézis kapcsdn az univerzalis megoldhatdsag
lehetdségének hianyat hangsulyozta: ,,A Church-féle tétel éppen azt bizonyitja
be, hogy vannak olyan problémaseregek, amelyeknek nincs altalanos megoldésa,
hanem minden benniik szerepld problémahoz kiilon individualis megoldast kell
keresni” (Kalmar 1986c: 167). Ugyanitt kiemelte az axidomarendszerek
lezaratlansaganak problémajat is: ,,A Godel-tétel ramutat: problémamegoldashoz
szakadatlanul  fejleszteni kell axiomarendszeriinket, nincs univerzalis
axiomarendszer” (Kalmar 1986¢: 166).

Kalmar munkdassaganak a részben a Karacsony-féle szemléletességfogalom
hatasara kibontakozo empirikus matematikafelfogas mellett az eldontésprobléma
a masik olyan eleme, amely a Debrecenbdl indulé matematikus kor
diskurzusaihoz kothet6. E két problematika a vele vald késdbbi eszmecserék
révén Lakatosnak a matematikai bizonyitds természetével kapcsolatos

szemléletét is jelentds mértékben befolyasolta.

2. Kalmar eldontésproblémaval kapcsolatos irasainak recepcioja Lakatosnal
Jollehet a recepcid egy Kkiterjedtebb diskurzus részét képezte, a Kalmar
munkassagara torténd hivatkozdsok zome az 1965-6s londoni Lakatos-
eldadashoz, illetve az ennek nyoman megirt cikkekhez kothetd, vagyis azokhoz
az irasokhoz, amelyek a kvaziempirikus szemlélet egyes etapjaiként is
értékelhetok.

Kalmér Foundations of mathematics — whither now? cimi londoni
el0adasaban megallapitotta, hogy az axiomatikus rendszerek mar nem
reflektdlnak axidmaik empirikus eredetére, holott a matematikai absztrakcid
(kozvetleniil vagy kozvetett modon) az empirikus tényekbdl szarmazik, s a

legtobb formalis rendszer konzisztencidja a gyakorlatban vald tesztelés
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eredményeként all el6 (Kalmar 1967: 192).

Lakatos az 1965-6s londoni reflexiéi nyoman 1967-ben megirt Az empirizmus
reneszansza a mai matematikafilozofiaban? (A renaissance of empiricism in the
recent philosophy of mathematics?, 1976)° cimii cikkében Kalméar Church-
tézissel, illetve a bizonyitas fogalmaval kapcsolatos munkassagat tobb helyen is
megemlitette (Lakatos 2021b: 55, 64, illetve 46, 52). E hivatkozdsokban Kalmar
empirikus szemléletére is tortént utalas, &m e tematika itt mar nem kapott akkora
hangsulyt, mint magaban a londoni eléadasnak a szovegében. Az Az empirizmus
reneszansza a mai matematikafilozofiaban?  0sszekapcsolta a matematika
kvaziempirikus jellegének ¢és a (formalizmus ellentendencidjaként értékelt)
Church-tézisnek a problémajat: Church elmélete a kizart harmadik (kozép)
torvényének a sziikitett formajan alapszik, s igy jeloli ki a kvaziempirikus
modszert (Lakatos 2021b: 50).’

Lakatos matematikafelfogdsaban kézpont szerepet kapott tehat a cafolhatosag
probléméja, s pontosan ebbdl a szempontbdl emelte ki Kalmar munkassaganak
jelentdségét: alig valaki, kivéve Kalmart, tanulmanyozta a matematikai refutacio
problémajat (Lakatos 2021b: 64).'°

A Lakatos-Kalmar diskurzusban a szemléletesség ¢és egzaktsag fogalmainak

exponalasa kapcsdn mindkettdjlik szamdra egyre hatarozottabb alakot 6ltott az az

¥ Lakatos 1967-ben, a konferencia anyaginak megjelenése évében irta meg a hozzaszolason
alapuld, azonos cimil, tanulmanyat, amely csak 1976-ban, életmiivének gylijteményes kotetében
latott napvilagot. A hagyatékaban fennmaradt tanulmanyt a kotet szerkesztdinek megjegyzése
szerint Lakatos azért nem publikalta, mert folytatni akarta azt, de érdeklddésének megvaltozasa
miatt nem tért vissza e témara (szerkesztoi jegyzet, Lakatos 2021b: 15).

? Church egy — a kizart harmadik elvének egy korlatozott formulajan alapulé — érdekes
matematikai elméletrdl szélva [...] felvazolja a kvazi-empirikus modszert.” (Lakatos 2021b: 50).
19 »Ugyanakkor alig néhanyan tanulméanyoztak a cafolat lehetéségeit [a matematikéban].”
(Lakatos 2021: 64). Lasd ugyanitt a 3. labjegyzetet: ,,Figyelemremélto kivétel Kalmar kritikaja a

Church-tézisrél.”
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allaspont, hogy nem lehetségesek zart formalis strukturak.!' Ez a meggy6z6dés
Lakatos szdmara egyrészt a kvaziempirikus felfogas iniciativdja volt, masrészt
pedig kiinduldopontjat képezte a bizonyitds fogalmanak nem formalista
értelmezésének. E problematikdk abban is szerepet jatszottak, hogy a Lakatos-
Kalmar kapcsolat a hatvanas évek végére 0j intenzitast nyert: Kalmar 1967-ben
Churchrdl és Godelrdl tartott eléadast az LSE-n, s az eldadéassal kapcsolatos
levelezésiikben tartalmi momentumokra is kitértek.'?

Val Dusek 2015-6s tanulmanyéaban kiemelte, hogy Kalmar Lészlo és Péter
Roézsa nemzetkozileg is jelentds résztvevdje volt a Church-tézis koril zajlo

vitdknak,"? ugyanakkor leszogezte, hogy Lakatos nem vett részt Kalmar

"' Kalmar a londoni konferencian Fred Sommers Frege-dogmaval és Jack A. Easley

matematikatanitasi reformmal kapcsolatos eléadasaihoz hozzaszolva is fellépett a formalizmus
ellen. Easley eléadéaséara reagalva, dsszegezte a Varga Tamds nevéhez kapcsolédd magyarorszagi
reform céljait és eredményeit, s kdzvetleniil érintette a matematika megalapozasanak problémajat
is (Easley 1967: 235). Kalmar egyik levelében, utalva kozos allaspontjukra is, a kovetkezd
indoklassal kérte Lakatostol, hogy e hozzaszolasat ne jelentesse meg: ,,JJobb nem bdésziteni a
konzervativokat, amig meg nem erdsddik a modernek tabora” (Szabo Péter Gabor 2008: 215).

12 A sok fecsegés utan a legfontosabb rendben van: a két dupla (két-két oras eléadas Godelrdl ill.
Churchrél; a matematikai struktira leveledben emlitett fogalma jo segitség, bar egy olyan
struktira, amelyben az n-tuple elemei koziil tobb is domain (pl. az automata algebrai fogalma)
sem artott volna. A szeminariumon szivesen beszélek a Church-tézissel kapcsolatos filozofiai
mennyiben *matematikai bizonyitéka’ a Church-tétel a homo sapiens matematizalési korlatjainak
(see E. L. Post, Journal of Symb. Logic 1 (1936), p. 105, footnote 8) stb.), ha nem unjatok, hogy
folyton Churchrél legyen sz6.” (Szabo Péter Gabor 2008: 226-227)

P Dénes Tamas a vitaval kapcsolatban kiemelte, hogy Kalmar kiilonbséget tett az abszolit
megoldhatatlansag és a rekurziv modszerrel valdo megoldhatatlansag kozott: ,,Kalmar Laszlo
(1905-1976) az 1948-as amszterdami Filozéfiai kongresszuson tartott el6addsaban
bebizonyitotta, hogy a Church-tézis a Godel-tételbdl levezethetd, igy nem bizonyithatja abszolut
eldonthetetlen probléma 1étezését. Kalmar Laszlo hangstlyozta, hogy ezeket a tételeket (Gddel,
Church) szabatosan gy kellene megfogalmazni, hogy a kérdéses problémasereg altalanos

rekurziv eljarassal nem oldhaté meg, nem pedig abszolit megoldhatatlansagrol beszélni.” (Dénes
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radikalis, a Church-tézist elutasitd allaspontjanak védelmében (Dusek 2015: 68-
70); Szabd Maté pedig Kalmar An Argument against the Plausibility of Church's
Thesis (1959) cimii tanulmanyat helyezte atfogd matematikatdrténeti kontextusba
(Szabo Maté 2018: 140-157). Lakatos hivatkozésai szintén azt mutatjak, hogy
szamon tartotta egykori debreceni didktarsanak e téméba vagod irdsait, sot
argumentacidiban fel is hasznélta azokat, jollehet csupan Kalmar

formalizmuskritikajaval értett egyet maradéktalanul.'

3. Lakatos bizonyitasfogalmanak matematikafilozofiai és tudomanyfilozoéfiai
vetiiletei

Lakatos kvaziempirikus felfogasa ¢és a tudomdnyos kutatdsi programok
metodologidja kozel egyidejiileg, kozvetleniil a londoni konferencia utan
bontakozott ki. Toulmin méltan tartotta a Lakatos-palyakép egyik legfontosabb
forduldpontjanak az 1965-6s évet, amikor is a matematikai bazison kidolgozott
metodologiak ¢és problémafelvetések attevodnek a fizika és a csillagaszat
teriiletére. Toulmin azonban ezt a valtozast a Bedford Kollégiumban lezajlott
Popper-Kuhn vita hatdsabol eredeztette, s ugy értékelte, mint Lakatos valaszat a
tudomanyos forradalmak fogalmanak kihivéasara (Toulmin 1976: 658).

A matematikai szemléletii, illetve matematikatorténeti argumentéicio viszont
Lakatos tudomanyfilozofiai aspektustit munkainak is meghatarozo specifikuma
maradt. A formalizmus elutasitdsa nemcsak a logicizmus tudomanyfilozofiai

aspektust biralataban mutatkozott meg nala, hanem — Cauchy, Hilbert, Cantor,

2003: 10)

'* A Bizonyitdsok és cdfolatok igy korvonalazta az elvi kiindulopontot: ,,A matematikatorténet és
a matematikai felfedezés logikéja, azaz a matematikai gondolkodas filogenezise és ontogenezise
csak a formalizmus kritikdjaval és végsé elutasitdsdval épithetd fel” (Lakatos 1981: 18). A
formalizmus elleni f6llépése olyannyira radikalis, hogy az az 1976-o0s kiadés sajt6 ald rendezdi,
John Worrall és Elie Zahar szdmara nem volt vallalhatd, s lapalji megjegyzésekben probaltak

mentegetni mesteriiket.
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Weierstrass  gondolatainak  biradlata révén — a  matematikatorténeti
interpretdciokban is. Mivel Lakatos a tesztelésnek nevezett modszert a
matematika kvaziempirikus szemléletének leirasa kapcsan, illetve a matematika
megalapozéas-probléméjanak szempontjabol vetette fel, a matematikai
formalizmus  leglatvdnyosabb  kudarcait  el6idéz6  matematikatorténeti
momentumokat is beépitette irasaiba, elsdsorban a Godelre, Churchre és Turingra
val6 hivatkozasok kapcsan.

A formalizmus és a bizonyitds problémajanak 1965 utdn pregnanssa valod
Osszekapcsoldsaban Kalmar Laszlo hatasdnak kulcsszerepe lehetett. A szegedi
professzor matematikafelfogasat a formalista axioamatizalassal szemben —
jorészt a Godel és Church altal tematizalt problémak hatidsdra — egy olyan
funkcionalista-operacionista jellegli szemlélet jellemezte, amely a matematika
bizonyitasfogalmanak atértelmezésével jart egyiitt. Lakatos hasonld gondolati
utat jart be, amikor sajat kvaziempirikus modelljében a megalapozasprobléméarol
— részben éppen a Church és Kalmar cikkeire vald reflexiok kapcsdn — a
matematikai megismerés €s a bizonyitds miikodésének vizsgéalatara helyezte at a
hangsulyt.

E problémaeltolddast jelzi Lakatos Cauchy és a kontinuum: A nemstandard
analizis jelentésége a matematika torténetében és filozofiagjaban cimii cikke —
Cauchy and the continuum: the significance of nonstandard analysis for the
history and philosophy of mathematics (Lakatos 2021c) — is, amely 1966-ban
keletkezett ¢s 1968-ban jelent meg, s ahogyan Koetsier kiemelte, a tanulmany
gondolatmenete mar az elmélet kibontakozasdnak megnyilvanulasa, s igy nem
tekinthetd pusztan a kuhni kihivéasra adott valasznak (Koetsier 1991: 92). Lakatos
Cauchy gondolatkisérletét nem mint a bizonyitas igazsagat, hanem mint kvazi-
kisérletet prezentalta (Sherry 2006: 491).

Ugyanilyen értelemben jelenik meg a bizonyitds fogalma a Pdlya Gyorgy
heurisztikdjat a formalis elméletek alternativijaként értelmezd (Dusek 2015: 67-

71; ) Bizonyitasok és cafolatokban (Proofs and refutations) is: ,,A bizonyitas
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kifejezést az olyan gondolatkisérlet jelolésére hasznaljuk, amely az eredeti
sejtésnek tovabbi sejtésekre vagy lemmakra vald lebontdsat eredményezi, nem
pedig a kétségtelen igazsadg biztositéka értelemben” (Lakatos 1981: 32).° A
kvaziempirikus rendszerekben a kiinduld allitasok, az axiémak Iényegében
hipotetikusak (Maté¢ 2008: 63), s ennek a szemléletnek a jegyében fogalmazta

meg Lakatos a Bizonyitdasok és cafolatok célkitiizését is:

Az itt kovetkez6 tanulmany Iényege vitatja a matematikai formalizmust,
de a matematikai dogmatizmus végsé allitasait kozvetleniil nem tadmadja.
Szerény célja annak a nézetnek a kifejtése, hogy az informalis,
kvéziempirikus matematika nem a kétségbevonhatatlanul megalapozott
tételek szdmanak egyhangii novekedése révén fejlédik, hanem a
talalgatasok sziintelen helyesbitésével, az elmélkedés ¢€s kritika, a

bizonyitasok és cafolatok logikaja segitségével.” (Lakatos 1981: 19).'°

A bizonyitds fogalmat Lakatos nem a szigori matematikai értelmezésnek

"> Maga a Cauchyval kapcsolatban levont tanulsag is bekeriilt a Bizonyitdsok és cdfolatokba: ,,A
szigorusag forradalma, amely Cauchy nevéhez flizédik, azon a heurisztikus 0jitason alapult, hogy
a matematikusnak nem szabad megallnia a bizonyitasnal: tovabb kell 1épnie, és fel kell ismernie,
mit bizonyit azaltal, hogy felsorolja a kivételeket, vagy inkabb azéltal, hogy megéllapitja azt a
biztos tartomanyt, amelyben a bizonyitas érvényes” (Lakatos 1981: 88).

' Turing kapcsan igy irt Lakatos a formalis rendszerek sajatossagairol: ,,A formalistik szerint a
matematika a képletekbe foglalt matematikaval azonos. De mit lehet felfedezni egy formalizalt
elméletben? Kétféle dolgot. Eldszor: olyan problémak megoldasat, amelyeket egy megfeleléen
programozott Turing gép véges idon beliil képes megoldani. (Pl. bizonyitas-e valami, amirdl ezt
feltételezik, vagy nem?) Nincs olyan matematikus akit érdekelne annak a haladlosan unalmas
mechanikus mddszernek a végigvitele, amelyet az efféle eldontési eljarasok eldirnak. Méasodszor:
olyan problémak megoldasat fedezheti fel az ember (pl.: egy eldonthetetlen elmélet egy bizonyos
formuléja tétel-e, vagy nem), ahol a ’szabalyozhatatlan intuici6é és a jO szerencse’ az egyetlen
eligazit6 modszer. Az €16 matematikdban nemcsak ez a sovanyka valasztasi lehet6ség van egy

gép racionalitasa és a vak talalgatas irracionalitasa kozott.” (Lakatos 1981: 16-17)
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megfeleléen hasznélta, vagyis nem az egy tételbol valdo deduktiv levezetést
¢értette rajta, hanem az evidenssé tevés folyamatat. A bizonyitas fajtait eldszor az
1959 és 1961 kozott keletkezett Mit bizonyit egy matematikai bizonyitdas? (What
does a athematical proof prove?) cimii irasdban tematizélta, amely kétségbe
vonta a bizonyitas formalizalt idedljanak kizarolagossagat. Lakatos szerint
nemcsak a preformdlis és a posztformalis bizonyitas felelds a nem vart
bizonytalansagokért, hanem a formalis bizonyitdsok is kétségessé valnak
(Lakatos 2021d: 98). A Bizonyitdsok és cafolatokban — arra helyezve a hangstlyt,
hogy a nemformalis bizonyitas megerdsitd hatasaval egyidejiileg 1épnek ol az
ellenpéldak is — igy tlzte ki az alapszabalyt: ,,Ha van egy sejtésed, kezdd el
bizonyitani és cafolni” (Lakatos 1981: 81).

Lakatos matematikai formalizmussal valdé szembendllasat az euklidészi
rendszerrdl adott kritikaja mutatja legjellegzetesebben. A végtelen regresszus és a
matematika alapjai (Infinite regress and foundations of mathematics, 1962) cimu
tanulmanya arra vilagitott ra, hogy az euklidészi rendszer — konzisztencidjanak
megorzése érdekében — hatdrt szab a kérdezés folyamatdnak. Ilyenfajta
hatdrmegvonds az axiomak tekintetében minden formalista programban talalhato
(Lakatos 2021a: 16-23). Az ,euklidészi ritust” késobb a zart rendszerre
alkalmazott rogzitett modszer kényszereként jellemezte, amely elfedi az intuicio
szerepét magaban a rendszernek a genezisében is. Az altala ,uralkodd
elméletnek” nevezett deduktiv rendszer tartalméban és modszerében egyarant
kotott, ezért a formalizmus kikiiszobolésére, a deduktiv megkdzelités helyébe a
heurisztikat allitotta (Lakatos 1981: 22)."

Kalmar antiformalista bizonyitas-értelmezésének legfontosabb specifikuma
szintén az volt, hogy az ellenpéldakkal vald iitkoztetést, mint a cafolas egy

fajtajat, magukra az axidmakra is Kkiterjesztette. A matematikai egzaktsag

17 Maté Andras éppen e cikk alapjan tartja Lakatost az infallibilista allaspont talan legradikéalisabb
képvisel6jének. V6. Maté 2021: 11.
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értelmezésében ilyen modon nem az axiomatikus moddszerrel azonos, hanem
maganak a bizonyitdsnak a szabalyozott gyakorlataval. Kalmar és Lakatos
munkassaganak, a szemléletesség'® problémajahoz kapcsolodd empirizmus
mellett a masik kozos (részben a Debrecenbdl induld matematikus kor
diskurzusaihoz kothetd) eleme tehat az eldontésprobléma, pontosabban az,
ahogyan szamos ko6z0s elemet tartalmazo felfogasuk a matematikai bizonyitas
természetével kapcsolatos szemléletiiket meghatérozta.

Mivel Lakatos matematikai bizonyitassal kapcsolatos allaspontjanak
formalodasa egy matematikafilozofiai-matematikatorténeti problématérben
zajlott le, az a megallapitasa, hogy a bizonyitds nem bizonyit végérvényesen,
nem értelmezhetd pusztan a fallibilitdas (hegeli torténeti fejlodésképhez
kapcsolodo) popperianus tudoményfilozofiai problematikajanak keretében."” E
megallapitds evidensnek tlinhet, amennyiben az Euler-tételnek a Bizonyitdsok és
cafolatok klasszikussa érett dialégusabdl indulunk ki, viszont nem szabad
megfeledkezni arr6l, hogy a tantermi dialégus egy olyan racionalis
rekonstrukcid, illetve labjegyzetekben megadott fejlddéstorténet, amely sokat
mond Lakatos bizonyitassal kapcsolatos nézeteirdl, s valamelyest kevesebbet
azzal kapcsolatban, hogy e felfogdsa milyen tdg spektrumt matematikai-
matematikatdrténeti bazison alakult ki.?’

Lakatos szamos olyan matematikatorténeti vonatkozast is felvetett cikkeiben,

'8 A szemléletesség fogalmanak Kalmar matematikafilozofiajara gyakorolt hatasat Szabé Maté
mutatta ki (Szab6 2013: 3-5).

" A bizonyitas problémajaval osszefiiggésben Golden Déniel a lakatosi matematikafilozofiai
mogott — nem vizsgalva a Lakatos miiveiben és kapcsolati halojaban egyarant nyomon kdvethetd
matematikai vonatkozéasokat — a popperei-hegeli hatasok elrejtését, illetve elébukkanasat latta:
,,Lakatos matematika-filozofiajanak egyik legprovokativabb allitasa, hogy a bizonyitds nem a
bizonyossag elérésének eszkoze, hanem a tovabbi kutatdsé, koztes 1épcséfok csupan a
tudomanyos tudas termelésének folyamataban” (Golden 2008: 191).

2 Stewart Shapiro az Euler-tételrsl folyé vita kapcsan parhuzamot latott a Lakatos altal a

Bizonyitasok és cafolatokban targyalt eset és a Church-tézis kozott. (Shapiro 2006: 435-438).
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amelyek kozvetlenlil a bizonyithatosdg probléméjara fokuszaltak. A tobb
irasdban is felbukkan6 axiomatizalas-, illetve bizonyitasprobléma olyan — az
Oovéhez szamos ponton ¢és iddpontban kapcsolddd Kalmar életmiivel
parhuzamossdgot mutatd6 — perszeverdldo elemek, amelyek talmutatnak
matematikafilozo6fiai periodusan, s a tudomanyfilozofiai koncepcidjanak is fontos
gondolati elemét képezik.

Lakatos bizonyitasfogalmat tudomanyfilozéfiai konnotacidoban sem pusztan a
logikai pozitivistdk ¢és a popperidnusok értelmezéseihez képest kell
pozicionalnunk, 1évén hogy a Bizonyitasok és cafolatokban kifejtett matematikai
értelmezés €s a vele parhuzamosan formaldédd tudomanyos kutatasi programok
elmélete kozott kozvetlen athallasok, illetve atjarasok vannak.

A kritika és a tudomdnyos kutatdsi programok metodologidja (Criticism and
the Methodology of Scientific Research Programmes, 1970) cimli tanulméanyaban
példaul matematikai targya cikkeiben felvdzolt bizonyitasfogalmanak
— ¢értelmezte az elméletek tesztelésének folyamatat, vagyis szinte valtozatlan

formaban vitte at a bizonyitasnak a Bizonyitasok és cafolatok lapjain leirt

crer

,»A biradlat tehat nem feltételezi a teljesen kifejtett deduktiv
struktarat, hanem megteremti azt. A valdédi deduktiv magyaraz6 modell
folytonosan valtozik, 0j kijelentések jarulnak hozza és régiek maradnak

el. 7 (Lakatos 1997: 40)

Mivel Lakatos cambridge-i disszertacigjatol tobb szovegvaridnson at jutott el
a Bizonyitasok és cdfolatok 1963/64-es, folyodiratcikként valé megjelentetéséig,
az azonos cimli konyvet pedig 1976-ban, mar a hagyatékabol adtak ki
tanitvdnyai, matematikai  bizonyitasfogalménak alakuldsa meglehetdsen

bonyolult kapcsolatban 4ll tudomanyfilozofiai felfogasanak formalodasaval.
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Ennek a szoveghaldzatnak a feltarasa behatobb vizsgalatot igényel, s csupan
ilyen modon lenne tisztdzhatdé Lakatos Kalmar-recepcidjanak pontos
kronolédgiaja is. Az azonban az eddigiek alapjan is igen valdszinlinek latszik,
hogy a matematikai aspektusti bizonyitdsfogalom a magyarorszagi és angliai

periodusra tagolddo kutatoi palya egyik legfontosabb kontinuitaseleme volt.
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